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1 Uvod

Aproksimacijo, o kateri bomo pisali v nadaljevanju, je razvil francoz Henri Padé, ki je zivel med
leti 1863 in 1953, za zacetek pa si oglejmo Taylorjevo vrsto, ki smo jo spoznali ze v 1. letniku.
Vsi vemo, da za izvedbo le-te potrebujemo dano funkcijo f, ki jo potem skuSamo aproksimirati
s polinomom. Vemo, da nam recimo prvi odvod v 0 pove, kako aproksimirati krivuljo y = f(x)
z ravno ¢rto oziroma tangento na krivuljo. Ce na hitro ponovimo na primeru:

Zgled 1 V 5. poglavju smo se Ze srecali s funkcijo y = In(1 + x). Vemo, da je za poljubno
funkcijo f aproksimacija s tangento enaka

y=f(0)+ f(0)z
-torej linearno funkcijo aproksimiramo takole:
f(@) ~ £(0) + f'(0)z,

kar je precej toéna aproksimacija, ce je le x blizu 0. Logaritemsko funkcijo smo v 5. poglaviu
spoznali zato, da bomo lahko sedaj uporabili aproksimacijo

In(l1+z)~ .

Ce hotemo izboljsati aproksimacijo s tangento, se zdi naravno, da poskusimo najti kvadratno
funkcijo « — a + bz + cx?, ki opravi boljse delo od linearne funkcije. Tangenta je dolocena z
dvema podatkoma - v izbrani tocki ima enako vrednost kot dana funkcija in pa tudi enak naklon.
V algebrai¢nem smislu to pomeni, da funkciji na obeh straneh enacbe zavzameta isti vrednosti
- f(0) vae=01in f'(0) v x = 0. Kvadrati¢na aproksimacija je dobra, ker se vrednost funkcije,
njen odvod in njen drugi odvod vsi ujemajo z vrednostjo funkcije f v tocki x = 0. Kot ze vemo,
izgleda takole:
f"0) o

f(0) + f'(0)z + -



V splosnem je n-ta Taylorjeva aproksimacija polinom stopnje n, ki zadoséa n+1 pogojem: nje-
gova vrednost in njegovih prvih n odvodov v 0 so vsi enaki vrednosti funkcije f. Aproksimacija
torej izgleda takole:
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Toc¢nost Taylorjeve aproksimacije pa je precej odvisna od funkcije, ki jo aproksimiramo. Pogle-
jmo si nekaj primerov:

Zgled 2 Ce je f eksponentna funkcija x — €, potem so vsi njeni odvodi enaki, torej je f( (0) =
1 za vsak n. Taylorjeva aproksimacija je zato taksna:
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Na grafu imamo narisano eksponentno funkcijo in njeno kubiéno aproksimacijo 1+x+x%/2+x3/6
na intervaly —2 < x < 2. Vidimo, da se kar dobro ujemata in ce bi nadaljevali z aproksimaci-
jami visjega reda, bi bilo wjemanje Se boljse. V bistvu, ne glede na vrednost z-a, se aproksi-
macije blizajo funkciji e, ko vecamo n, kar izrazimo tako, da eksponentno funkcijo zapisemo z
neskoncéno vsoto
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Zgled 3 Kaj pa, ¢e si ogledamo funkcijo

T+ ?
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Taylorjeva aproksimacija za to funkcijo je
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Na grafu je narisana kubicna aproksimacija 1 + x + x? + 23 na intervalu —2 < x < 2. Kljub
temu, da je aproksimacija dobra, ¢e je x blizu 0, pa je izjemno slaba zunaj intervala [—1,1], kar
pa nas v resnici ne sme presenetiti. Graf funkcije y = ﬁ 1ma namrec navpicno asimptoto pri
x = 1, kjer funkcija pobegne v neskoncénost. Polinomi, na drugi strani, pa so funkcije, ki se
obnasajo zelo lepo, s ¢imer mislimo, da nam ne morejo uiti v neskonénost. Iz tega dejstva pa
sledi, da aproksimacija nikakor ne more slediti funkciji, ko gre x proti 1. Ko aproksimacijacijski
polinom ne pokriva ve¢ dane funkcije, ni nobenega razloga, da bi jo spet pokrival za kak kasnejsen
z. V naSem primeru smo lahko povsem prepricani, da aproksimacija ni niti malo podobna dani
funkciji takoj, ko je x > 1. Ce pa je © med -1 in 1, pa se aproksimacije res blizajo funkciji ﬁ,
torej za x-e s tega intervala lahko zapisemo funkcijo kot vsoto neskoncne geometrijske vrste:

1
m:1+:p+x2+x3+...+az”+....

Na primer, ée je x = 1/2, dobimo

1+;U+:U2+:c3+...:1+1—|—1—|—1+...:2.
2 4 8
Kakorkoli, z grafa lahko vidimo, da aproksimacija ni dobra, ¢e je x levo od -1, ¢eprav funkcija
v tocki x = —1 ne naredi ni¢ ¢udnega. Ta fenomen je karakteristika Taylorjeve aproksimacije.
Vprasanje, ée vsota 1 + x + x> + 23 + ... 4+ 2™ limitira h kaki vrednosti, ko n raste, je odvisno
predvsem od vrednosti xz-a, ne pa od tega ali je = pozitiven ali negativen. To pa pomeni, da se

bodo tezave za x > 1 odrazale tudi kot tezave levo od x = —1. Slabo obnasanje funkcije —— v

1—x
toc¢ki x = 1 povzroci, da grejo stvari narobe tudi, ko je x vecji od 1 in potem narava aproksimacije

poskrbi za to, da bodo teZave tudi, ko je x enako velik, a negativen.

Taylorjeva aproksimacija je v matematiki zelo uporabna, ima pa dve napaki, razvidni iz zgornjih
primerov:

1. Polinomi so zelo lepe funkcije, zato tezko dobro aproksimirajo ,,grde* funkcije.

2. ObnaSanje polinoma na enem delu domene mo¢no vpliva na obnaSanje na preostalem
obmocju, zato problem v eni toc¢ki porodi probleme v Se vec¢ih tockah.

V naslednjem poglavju pa si bomo ogledali druga¢no aproksimacijo, ki je pogosto boljsa od
Taylorjeve.



2 Aproksimacija z racionalnimi funkcijami

Racionalna funkcija, kot vemo, je taka, ki jo lahko zapiSemo kot koli¢nik polinomov, npr.
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Take funkcije so precej bolj fleksibilne kot polinomi. Za zacetek, grafi racionalnih funkcij
imajo lahko navpi¢ne asimptote, kot jo je imela funkcija v prejsnjem zgledu. Za namene nu-
meriéne izra¢unave so racionalne funkcije prav tako dobre kot polinomi: njihove vrednosti lahko
racunamo zelo enostavno. V nasprotju s polinomi pa nimajo takih zadrzkov do grdega obnasanja.
V prejsnjem zgledu smo s polinomi skuSali aproksimirati funkcijo x +— ﬁ O¢itno je ne bo
tezko aproksimirati z racionalno funkcijo, saj je ze sama po sebi racionalna funkcija - aproksimi-
ramo jo torej lahko kar samo s sabo, in to zelo dobro. Ce pa hoGemo preizkusiti, ¢e so racionalne

funkcije res boljse od polinomov, pa moramo vzeti malo bolj zahteven primer, recimo logaritem.

Zgled 4 Na zacetku smo Ze nekaj omengali linearno aproksimacijo iz 5. poglavja:
In(l+zx) =~ x.

Ta aproksimacija je prvi ¢len Taylorjeve vrste

R
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Slika nam kaZe graf funkcije y = In(1 + x) in njene kubi¢ne aproksimacije
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Opazimo problem, ki smo ga morda Ze pricakovali: krivuljay = In(14x) ima navpiéno asimptoto
pri x = —1, kar pomeni, da bo aproksimacija napacéna, ko se bo x pribliZeval -1. Ker gre za
Taylorjev polinom, pa se bo graf slabo obnasal tudi za x > 1.

Primerjajmo sedaj to z racionalno funkcijo, da vidimo, ¢e se bo bolje odrezala. Kubiéni polinom
a + bx + cx® + dx® ima Stiri koeficiente - §tiri stopnje svobode. Pricakujemo, da bomo lahko
naredili boljso aproksimacijo, ée imamo svobodo izbire za Stiri koeficiente. Naredimo torej test,
poskusimo z racionalno funkcijo s samo stirimi koeficienti, na primer

a+ bx
c+dx’

T —



V zelji po dolocitvi koeficientov, bomo oponasali Taylorjevo vrsto. Tezimo k temu, da bo
imela na8a racionalna funkcija enako vrednost in enakih prvih nekaj odvodov v 0, kot logaritem.
Takemu nac¢inu sestavljanja racionalne funkcije pa retemo Padéjeva aproksimacija.

Oznagimo z f funkcijo, ki jo bomo aproksimirali « +— In(1 + x) in z r Padéjev aproksimant:

a—+ bx
c+dx’

r(z) =

Najprej:
r(0) = g, medtem ko je f(0) =inl =0,
c

torej moramo izbrati a = 0, ¢e hocemo, da bo r(0) = f(0). Zdaj vemo, da bo nas aproksimant
oblike

bz
r@) = c+dx’
Njegovi odvodi in odvodi logaritma so
be 1
1N s ) — )
T(x)_(c—l—dx)z in f(w) 1+

Da bosta odvoda enaka v 0 mora biti be/c? = 1, od kjer sledi b = c¢. Aproksimant lahko zdaj
torej zapiSemo kot

cx
r@) = c+dzx
Druga odvoda sta enaka
—2c2d -1

" o . 7 _ )
) = (c+ dx)3 i f7(@) (1+x)?

Da bosta enaka pri z = 0, zahtevamo, da je

—2c%d
c

torej da je d = ¢/2. Aproksimant ima zdaj sledeco obliko

r(z) =

cx
c+cx)2’
kar je enako kot

T 2z
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Koeficient ¢ na tej fazi izgine, zato ne moremo dobiti drugacnega odvoda, ¢e izberemo vrednost
c-ja. V bistvu bi lahko predvideli, da se bo to zgodilo, saj je izraz

a+ bx
c+dx

(a/c) + (b/c)x
1+ (d/c)x
torej je funkcija avtomatiéno dolo¢ena samo s tremi Stevilkami: a/c, b/c in d/c. Ker smo
ugotovili, da ima racionalna funkcija samo tri prostostne stopnje, in ne §tiri, bi jo bilo morda
nepravicno primerjati s kubi¢no Taylorjevo aproksimacijo, ampak bomo to vseeno storili. Graf
kaze logaritemsko funkcijo (polna ¢érta), kubiéno Taylorjevo aproksimacijo (¢értkana érta) in novo
Padéjevo aproksimacijo (pikcasta ¢rta). V okolici tocke z = —1 Padéjeva aproksimacija ne iz-
gleda dosti boljse od Taylorjeve, desno od tocke x = 1, pa je razlika ve¢ kot o¢itna. Z racionalnimi
funkcijami torej odpravimo 2. napako polinomov, saj imamo sedaj tezave samo Se na enem delu
grafa, ne pa na vseh.

enak izrazu

Zdaj pa nas zanima, ¢e lahko proces nadaljujemo in pois¢emo racionalne aproksimacije visjih
stopenj? Na naslednji stopnji bi radi nasli racionalno aproksimacijo oblike

a+ bx + cz?
d+ ex + gr?’

katere odvodi v tocki 0 se ¢im bolj ujemajo s tistimi od funkcije In(1 + x). Zdaj se je bralec
najbrz prestrasil ob misli, da bi moral n-krat odvajati to racionalno funkcijo, vendar se temu na
sreco lahko izognemo. Vemo ze, da so odvodi funkcije In(1 + x) v tocki 0 doloceni s Taylorjevo

vrsto

2?2 23 2t

Nas cilj je najti koeficiente a, b, ¢, d, e, g, za katere bo zacetek Taylorjeve vrste za

a+ bx + cx?
d+ ex + gx?

izgledal takole
2 3 4
T x x
LE—?‘FE_Z—F



To pomeni, da zelimo izbrati koeficiente na tak nacin, da za x blizu 0 velja:

a+ bx + cx? a:2+x3 x4+
_— N —F+ = — — +..
d+ ex + g2 2 3 4
To pa je za x blizu 0 enako kot,
2 3 4
a—l—b:v—l—cx2z(d—|—e:v+ga:2)<x—x2—i—g—zjt...).

Ce zmnozimo desno stran in zberemo koeficiente glede na enako stopnjo x-a, dobimo

d\ o e d\ 3 —g e d\ 4
dx+<e 2)33 +<g 2+3>:c +<2+3 4>$ +....

7 namenom, da za majhne x-e ta izraz priblizamo izrazu a + bz + ca?, ,primerjamo koeficiente
pri istih potencah x-ov. Ceprav is¢emo Sest koeficientov, imamo samo pet stopenj svobode, zato
bomo lahko primerjali le pet parov koeficientov. Sedaj bomo zapisali obe stani enacbe, eno pod
drugo, da ju bomo lazje primerjali:

a+ bz + ca?,

d\ o e d\ ;3 —g e d\ 4
da:—i—(e 2)90 —i—(g 2—1—3)36 +(2+3 4)1: +....

Na ta nac¢in bomo izpisali pet linearnih enach:

a=0,
b=d,
d
c=e— =
2’
e d
0=9g—=-+<
[ 2+37
—-g e d
0=—+4+-—-.
2+3 4
Ta sistem resimo in dobimo na primer
e = 6g,
d = 6g,
¢ =3y,
b = 6g,
a=0.

Ko iz tega sestavimo Padéjev aproksimant, se vsi g-ji pokrajsajo in dobimo

6x + 322
6+ 6z + 22

Naslednja slika nam kaze novo aproksimacijo (pik¢asto) in prejsnjo aproksimacijo za primerjavo
(¢rtkano). Vidimo, da se je aproksimacija zalo izboljsala.
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Ce poskusamo zgraditi aproksimacije e visjih stopenj, bo postopek se vedno deloval. Padéjev
aproksimant naslednje (tretje) stopnje je

60z + 6022 + 1123
60 + 90z + 3622 + 323

Ta funkcija se komaj kaj lo¢i od logaritemske krivulje na celotnem obmocju grafa, ki je prikazan
zgoraj. Ampak tukaj pride do problema. V nasprotju s Taylorjevo vrsto, je tezko videti
kakrsenkoli vzorec za zaporedje racionalnih aproksimacij.

Ce pogledamo Taylorjevo aproksimacijo

x
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je vzorec takoj oCiten. Razen spremembe predznakov, so koeficienti 1, %, %, %, %, in tako naprej.

Kar nam resni¢no malce olajsa najti vzorec, je, da se vsaki¢, ko dodamo naslednji ¢len, formula
spremeni zelo malo: prve aproksimacije nam pokazejo skoraj vse, kar vidimo v poznejsih. Ce
pa pogledamo Padéjeve aproksimacije, pa ne vidimo, da bi bila prva aproksimacija kakrsenkoli
del druge - izgleda kot, da se je vse glede funkcije spremenilo. Na sre¢o pa obstaja tak nacin za
grajenje aproksimacij, da lahko vidimo prejsnje aproksimacije vlozene v poznejsih. Na primer,
druga aproksimacija je

6x + 3z° 2x

2 2
6+ 6x+x 2—|-x—6f_ﬁ

in prva funkcija, 2x/(2+x), je jasno vidna v izrazu na desni. Se ve¢, ée je x blizu 0, je tudi
22 blizu 0, tako da lahko vidimo zakaj se druga aproksimacija skoraj spremeni v prvo, ko je x
majhen. Izraz na desni spominja na verizne ulomke iz 8.poglavja, le da ta vsebuje spremenljivko
x. To nam da namig za nadaljevanje. Tretja aproksimacija je

60x + 60x2 + 1123 2x

60 + 90z + 3622 + 323 9 4 g — z?

422
6+3z— 15455




Kot smo upali, lahko vidimo prvo in drugo aproksimacijo kot del tretje. Sedaj pa se nam
postavi vpraSanje, ¢e lahko ugotovimo vzorec. Dejstvo, da lahko zapiSemo aproksimacije na
nacin, ki nam jih razkriva po korakih, nam ne zagotavlja, da obstaja enostaven vzorec, daje
nam le upanje, da ga bomo odkrili. Zaporedni imenovalci,

24+ 2,6+ 372,10 4 5z,

izgledajo podobno: to so prvi trije produkti izraza 2 + z z lihimi stevili. Ce obstaja vzorec, so
lahko $tevci malo tezje prepoznavni, ampak po nekaj dodatnih korakih vidimo, da ni dvoma o

vzorcu, ki ga iS¢emo:
2z

184+9z— °

Imenovalci so torej res 2+, 3(2+ ), 5(2+ ) in tako naprej. Stevci pa so x2, (2x)2, (3x)2, (4z)2.
Torej je kvocient na mestu (k+1) ulomka enak:

k2a?
2k+1)(2+ )

Avtor ¢lanka je zaporedne kvociente v ulomkih izra¢unal s pomocjo ra¢unalnika. Ta verizni
ulomek, kakor tudi naslednji, ki se bodo pojavljali v nadaljevanju poglavja, so namre¢ najbolj
nepricakovane formule v matematiki. Ponavadi, preden prvi¢ srecamo neko formulo, imamo
za sabo ze doloCen proces odkrivanja, ki nam vzame veliko ¢asa. Na doloceni tocki v tem
procesu, preden ugotovimo, kaj bo to¢na formula, se zavemo nekega vzorca - torej imamo pravico
pricakovati vzorec, Ceprav ne vemo, natanéno kaksen je. S temi veriznimi ulomki pa se ne moremo
znebiti ob¢utka, da jih nimamo pravice pricakovati. Ti so tam le po nekem ¢udezu in jih lahko
razumemo Sele pozneje, ¢e sploh.

Da se o tem prepricamo, zapiSimo prvih nekaj korakov veriznega ulomka za funkcijo sinus.
Funkcija x + sin x ima Taylorjevo vrsto z zelo jasnim in enostavnim vzorcem:

) x3 n o a7 .
SinXxX=o— —+ —— —+---.
3 57
Njegov verizni ulomek pri 0 se za¢ne kot
x
2
xT
1 + 6— 72
10+ 1122
98— _b51a2
198+"-

in postaja vedno bolj zapleten. Funkciji sinus in kosinus nimata veriznih ulomkov, ki bi bili
enostavni za opisati. Preseneti pa nas dejstvo, da je pri tretji izmed trigonometri¢nih funkcij,
tangensu, stvar druga¢na.
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